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A evolugdo da matemaética, fisica e demais ciéncias exatas e tecnoldgicas, abriram novos horizontes
para estudiosos e pensadores, em que alguns eram fascinados pelos movimentos. O estudo da
dindmica compreende em buscar entender a forma de que um sistema evolui nho tempo, tentando
levar em consideracdes as suas condi¢des iniciais e tentando prever os seus possiveis resultados.
ApOs algum tempo parado, o estudo de comportamentos caético volta a tomar forga com a invengao
dos computadores. A praticidade e velocidade na elaboracédo de calculos e graficos tornou o estudo
em todas as areas mais viavel. Um meteorologista americano, munido desses recursos, percebeu
uma forma de comportamento diferente que merecia atencdo. Assim foi iniciada a ideia de Caos.

A partir dai vérios intelectuais tentaram problematizar e encontrar situagbes as quais possam ser
previstos resultados antes considerados impossiveis. Ao longo deste trabalho, serdo discutidos

alguns tépicos e conceitos importantes voltados para o estudo de um desses profissionais.
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Introducéo

Estudar a dindmica, ou seja, o estudar o movimento significa identificar a relacéo
dos fatos ou evolugdo de um sistema com a evolugédo do tempo. Nesse contexto, é
necessario um agente matematico capaz de relacionar os resultados obtidos com o
tempo, onde o resultado final do estudo € chamado de espaco fase (CASTANEDA;
PORTO JUNIOR, 2002).

Essa area da ciéncia sempre foi fundamentada em ferramentas primeiramente
propostas por Newton, as chamadas equacbes diferenciais. Porém esses casos
eram extremamente complexos, o que levou varios pesquisadores a desacreditarem
sobre o0 assunto (STROGATZ, 1994).

Entretanto, no fim do século XIX, o francés Henri Poincaré introduziu um novo modo

de interpretacdo. Para ele, valia mais uma andlise qualitativa de um sistema do que
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guantitativa, ou seja, era mais importante o conhecimento detdosos possivis
comportamentos do que os detalhes de apenas um de seus produtos (DEVANEY,
1992). Foi Poincaré que introduziu a ideia de caos, sistemas deterministicos que
apresentam uma evolucdo desproporcional por serem extremamente sensiveis as

suas condicdes de inicio.

O estudo do Caos permaneceu estatico até a metade do século XX, e com a criagdo
do computador em 1950, tornou-se possivel a realizacdo de equacdes e graficos que
antes ndo eram possiveis. Em 1965, Lorenz, um meteorologista americano, estudou
a influéncia do caos nos seus modelos, percebendo que quando um mesmo modelo
colocado em duas situagbes com dados de entrada pouco diferentes, tomaram uma
evolucdo totalmente discrepante. Ele percebeu que nos gréficos formados, os
resultados criavam uma forma de borboleta, sendo atraidos para um ponto de forma
inexplicavel, chamado de “atrator estranho” (Figura 1).

Atrator estranho de Lorenz.

Figura 1. Fonte: (STROGATZ 1994).
Visto que a natureza ndo se comporta de forma uniforme, esta teoria passou a ser

aplicada para estudar fenbmenos ligados a meteorologia, sobre o0 mecanismo das
tempestades. Com o passar do tempo, ela comecou a ser aplicada nas mais
diversas éareas, até em economia e medicina (DRUKER; CAOS; YORKE, 2003)
(PIMENTA, [S.d.]).

Material e Métodos

Utilizando o modelo da viga de Moon & Holmes, que é composto por uma viga
metdlica presa em um suporte que em sua base possui dois imas, € possivel estudar
0 comportamento cadtico pela flambagem da mesma pela equacdo de Duffing

(MOON, 1980). Varios problemas de dindmica néo linear podem ser representados
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na forma desta equacéo, que é usada pra estudar a estabilidad deum ocilaor |
mecanico forcado (MOON, 1980)(VICANCO, 2013).

m¥ + ax + kx + §x° = F, cos(wt), Q)
onde:
w — frequéncia de oscilacao
d — termo de néo linearidade
a - coeficiente de amortecimento
k — constante de mola
F — forcamento
Como visto, um sistema dinamico evolui no tempo, portanto pode ser representado
da seguinte forma,

% = F(x). 2)

Para que o estudo seja facilitado, utilizamos os pontos fixos do sistema. Estes

pontos sdo estacionarios, ou seja, ele ndo varia com o passar do tempo, portanto,

F(x) = 0. 3)
Isolando ¥, chegamos na seguinte situacéo,
mi = —ait — kx + 6x? + Feos(wt). 4

O objetivo deste trabalho foi mostrar, por meio de ferramentas graficas e pela
equacao de Duffing, o comportamento caético que atua na viga de Moon & Holmes.

Desta forma, obtendo a evolu¢do no tempo e o espaco fase do sistema.

Para o desenvolvimento do projeto, primeiramente, foi realizado levantamento
bibliografico em varias fontes, dando prioridade as que se tratavam de equacdes
diferenciais, equacdo de Duffing, modelos tedricos e principalmente o modelo
propriamente dito de Moon & Holmes. Alguns materiais de FORTRAN 77 também

foram utilizados para o desenvolvimento do programa.

Para a elaboracdo dos resultados, foram utilizados softwares desenvolvidos pelo
autor programados na linguagem FORTRAN 77, por conta de sua simplicidade,
praticidade e velocidade no processamento. Alguns programas prontos, como Maple
17 foram utilizados para que fosse possivel a afericdo e desenvolvimento de alguns
dados. Langcando-se méo desses dados gerados por estes programas e com a ajuda
de Softwares graficos, como o SciDavis na sua versdao 1D013, de 05 de junho de
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2016, e adquirido no site do proprio fabricante, foi possivel a realiagé dos gréficos

gue se mostraram bastante complexos.

Resultados e Discussao

Caso o objeto deste trabalho fosse um sistema linear, a mudanca de qualquer um de
seus fatores influenciariam apenas na frequéncia ou amplitude das movimentacdes
de um sistema, mas a natureza do problema ndo muda, ou seja, as caracteristicas
gualitativas sdo as mesmas. Agora, quando se trata de sistemas nao-lineares, a
complexidade aumenta. Esse tipo de problema € sensivel as suas condi¢cdes de
inicio, sendo que apenas a variacdo em qualquer um de seus parametros pode

mudar todo o conjunto.

Imagem 1. Espaco Fase 1.

Fonte: Autor.

Utilizando-se de referéncias bibliograficas, pode ser percebido que ao aplicarmos
como entrada os parametros apresentados, o sistema apresenta um comportamento
ndo cadtico, ou seja, 0 sistema € comportado e nao apresenta atrator. Pode-se
perceber que a evolucdo desse tipo de situacdo € controlada e acontece de forma

periddica e prevista.

Imagem 2. Evolugéo no Tempo 1.
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Fonte: Autor.

Os dados apresentados foram obtidos pelos seguintes parametros: a = 0.005, B =1,

Q =1, w,* =-0.2 e finalmente, y = 4. Os quais, representam na equagdo de Duffing,

respectivamente, um parametro associado ao niumero de Prandt, que relaciona a
viscosidade e condutividade térmica, um gradiente de temperatura, frequéncia de
forcamento, frequéncia natural do sistema e amplitude do forcamento.

A partir da variacdo da frequéncia natural do sistema, de -0.2 para -1, pode-se

perceber uma diferenca muito grande em seu comportamento.

Imagem 3. Espaco fase 2.
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Fonte: Autor.

Imagem 4. Evolucéo no tempo 2.
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Fonte: Autor

Pode-se perceber a ndo periodicidade causada por essa variacdo, tanto na sua
evolugcédo no tempo, quanto em seu espaco fase, cujo 0 centro se aproximou muito
mais de um ponto, representando a possivel presenca de um atrator. O que

caracteriza o0 comportamento caético.

Agora, em um exemplo mais drastico, com a alteracdo de todos os parametros,

vejamos as consequéncias das alteragoes.

Imagem 5. Espaco Fase 3.
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Fonte: Autor.

A quantidade de informacdes geradas pelas mudancas nos valores foi tanta que
torna a leitura do grafico impossivel, provando uma vez mais, a sensibilidade desse
tipo de sistema as suas condi¢bes de entrada. As quais, para este tipo de gréfico
foram:a=1,=10,Q=3, w,?=-0.9e yu =6.5.

Imagem 6. Evolucéo no tempo 3.
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Fonte: Autor.
A evolucdo do sistema também foi alterada, mostrando que o sistema iterativo

acumula cada vez mais informacdes, levando o comportamento cadtico ao extremo.

Considerac0fes Finais

A elaboracao deste trabalho teve como principal objetivo o desenvolvimento do
conhecimento cientifico no ramo do estudo cadtico, levando em consideracdo um
problema especifico, mostrando as possibilidades deste tipo de sistema. Foi
mostrando durante a realizacdo do trabalho que esse tipo de sistema pode tomar
proporcdes extremas e perceptiveis, como quando comparamos os graficos 1 e 3
apresentados.

Por ser uma area de estudos complexa, ndo existem tantos trabalhos se
aprofundando nesses assuntos. Por isso, uma das outras ambicdes desse trabalho
era fomentar possiveis estudos futuros sobre esses casos, 0s quais parecem

promissores.
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