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O processamento da informação quântica em sistemas híbridos ganhou grande interesse nos últimos 

anos. Eles proporcionam vantagens compatíveis com subsistemas individuais e fornecem potencial 

oportunidade para superar os obstáculos em engenharia quântica. Um dos primeiros exemplos de 

grande importância, bastante explorado em óptica quântica, é o sistema Cooper Pair Box (CPB) 

acoplado com um ressoador nanomecânico (NR), constituindo importante sistema híbrido. Nós 

trabalhamos com o modelo de Buck-Suckumar para descrever a interação entre um CPB e um NR na 

presença de um meio Kerr e perdas. Consideramos inicialmente o sistema CPB e NR não acoplados 

num instante inicial (𝑡 = 0), deduzindo assim as equações que descrevem o comportamento do sistema 

no estado fundamental e no estado excitado. Analisando a evolução da entropia de ambos subsistemas 

e a inversão de população, ambos foram calculados numericamente observando o comportamento 

quando adicionamos perdas, tais resultados aproximando dos dados experimentais. Os resultados 

obtidos foram apresentados graficamente. 
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Introdução 

 

 O processamento da informação quântica em sistemas híbridos ganhou grande 

interesse nos últimos anos(HE et al., 2014; XIANG et al., 2013). Os sistemas híbridos 

combinam com grande vantagem átomos, spins e dispositivos de estado sólido com 

várias aplicações em informação e computação quânticas(BULUTA; ASHHAB; NORI, 

2011; GUO et al., 2015; MORTON; LOVETT, 2011). Um dos primeiros exemplos de 

grande importância, bastante explorado em óptica quântica, é o sistema Cooper Pair 

Box (acoplado com um ressoador nanomecânico (NR), constituindo importante 

sistema híbrido. O CPB acoplado a um NR substitui o sistema átomo-campo, o que 

nos permite estender o estudo e geração de estados não clássicos do campo de luz 

para o domínio de micro-ondas (~ 1 GHz), tendo enorme potencial de aplicação em 

nanocircuitos. Ele tem sido explorado em vários trabalhos, por exemplo: photon 

blockade; referente a violação da desigualdade de Bell; em física quântica e óptica 

quântica; em mecanismos de geração de fótons a partir do vácuo quântico.(HE et al., 



 

 

2014; VALVERDE; CASTRO; BASEIA, 2016) 

No sistema CPB-NR estas variações afetam as propriedades dinâmicas desses 

sistemas, como por exemplo alterando as taxas de transição das excitações de 

subsistemas. Também, é possível determinar sua influência sobre a taxa de 

acoplamento em sistemas ópticos mecânicos através da técnica óptica de detecção 

de massa.  

Neste trabalho, empregamos o modelo de Buck-Sukumar de intensidade dependente 

para tratar um sistema hibrido acoplado CPB-NR na presença de perdas. 

Investigamos também a evolução da inversão de população e propriedades 

estatísticas dos subsistemas; consideramos ainda a influência causada por uma força 

externa acoplada ao NR sobre propriedades de ambos subsistemas.  

 

Material e Métodos 

O acoplamento CPB-NR é mostrado na Figura 1. Neste sistema temos um 

supercondutor CPB de carga qubit ajustado por uma tensão elétrica 𝑉1 na entrada do 

sistema, através de um capacitor tendo capacitância 𝐶1. Na configuração da Figura 1, 

observamos três loops, um pequeno à esquerda, outro à direita e um grande no centro. 

O sistema é controlado pelos parâmetros externos, tensão de entrada 𝑉1 e fluxos 

externos Φ (L), Φ (r) e Φ (t). Pelo controle dos parâmetros induzimos pequenos loops 

nos lados esquerdo, direito e no centro. No loop maior temos o NR que oscila e a área 

efetiva no centro do aparato sofre mudanças que criam um fluxo externo Φ (t) o qual 

estabelece no sistema inteiro um acoplamento entre suas duas partes, o CPB e o NR. 

 

Figure 1Esquema de Um Cooper Pair Box acoplado a um Ressoador Nanomecânico 

 

Aqui consideraremos ħ = 1 e assumimos que as quatro junções Josephson do 

sistema possuem a mesma energia Josephson 𝐸𝐽
0 tendo os fluxos externos 𝜙(𝐿) e 



 

 

𝜙(𝑟) a mesma magnitude e sinais opostos, ou seja, 𝜙(𝐼) = −𝜙(𝑟) = 𝜙(𝑥). Assim, 

podemos escrever a hamiltoniana do total do sistema como: 

𝐻 = 𝜔𝑎̂†𝑎̂ + 4𝐸𝑐(𝑁1 − 1
2⁄ )𝜎̂𝑧 − 4𝐸𝑐𝑐𝑜𝑠 (

𝜋Φ𝑥

Φ0

) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋Φ𝑡

Φ0

) 𝜎̂𝑥 , (1) 

 

onde 𝑎̂†(𝑎̂) são os operadores de criação (aniquilação) do NR de frequência 𝜔;  

𝐸𝐽
0 𝑒 𝐸𝑐 ,, são respectivamente as energia de cada junção de Josephson e a energia de 

carga de um único-elétron 𝐸𝑐 =
𝑒2

𝐶1+4𝐶𝐽
0.  As capacitâncias 𝐶1 e 𝐶𝐽

0, são as capacitâncias 

de entrada e de cada túnel de Josephson; Φ0 = ℎ/2𝑒 é o fluxo quântico e N1 = C1V1/2𝑒 é 

o número de carga na entrada.   

Usamos as matrizes de Pauli para descrever os operadores de ação no sistema de 

dois níveis, 

𝜎̂𝑧 = |𝑔⟩⟨𝑔| − |𝑒⟩⟨𝑒|, 
𝜎̂𝑥 = |𝑔⟩⟨𝑒| − |𝑒⟩⟨𝑔|, 

(2) 

(3) 

 

onde os estados |𝑔⟩ e |𝑒⟩ descrevem o número extra de pares de Cooper na ilha 

supercondutora para o estado fundamental e excitado. 

O fluxo magnético no loop central pode ser escrito como a soma de dois termos, 

Φ𝑡  = Φ𝑏 + BL𝑥,, onde o primeiro termo Φ𝑏  é o fluxo induzido correspondente à posição 

de equilíbrio do NR e o segundo termo descreve a contribuição devido a vibração do 

NR, sendo 𝐵⃗  o campo magnético criado no loop. Nós assumimos que o deslocamento 

𝑥 pode ser escrito da seguinte forma 𝑥 = 𝑥0(𝑎̂
† + 𝑎̂), onde 𝑥0 = √

1

2
𝑚𝜔, é amplitude do 

movimento. No caso de  
𝜋𝐵𝐿𝑥

Φ0
  pequeno e usando aproximação de onda girante temos,  

𝐻̂ = 𝜔𝑎̂†𝑎̂ +
1

2
𝜔𝐶𝜎̂𝑧 + 𝜆0(𝜎̂+𝑎̂ + 𝑎̂†𝜎̂−), (4) 

 

onde 𝜆0 = −4𝐸𝐽
0𝑐𝑜𝑠 (

𝜋Φ𝑥

Φ0
) (

𝜋BL𝑥0

Φ0
)  é a constante de acoplamento e 𝜔𝑐 = 8𝐸𝑐(𝑁𝑔 − 1

2⁄ )  é a 

energia efetiva de separação. Em seguida, vamos considerar um cenário mais geral, 

substituindo 𝜔 = 𝜔(𝑡) = 𝜔0 + 𝑓(𝑡)  e 𝜆0 = 𝜆(𝑡) = 𝜆0(1 + 𝑓(𝑡) 𝜔0⁄ )1/2, onde 𝜔0 é a frequência 

natural do NR e f (t) é um agente externo acoplado ao NR. É neste novo contexto 

acrescentaremos perdas no sistema. 

𝐻̂ = 𝜔(𝑡)𝑎̂†𝑎̂ +
1

2
𝜔𝐶(𝑡)𝜎̂𝑧 + 𝜆(𝑡) (𝑎̂√𝑎̂†𝑎̂𝜎̂+ + √𝑎̂†𝑎̂𝑎̂†𝜎̂−) − 𝑖𝛾(𝑡)|𝑒⟩⟨𝑒| − 𝑖𝛿(𝑡)𝑎̂†𝑎̂, (5) 

 



 

 

onde a frequência 𝜔(𝑡) varia com o tempo; 𝜎̂±e 𝜎̂𝑧 são operadores de transição das 

excitações (número de pares de cooper) do CPB; 𝛾 𝑒 𝛿, são as constantes de 

decaimento CPB e da perda do NR, respectivamente.  

A função de onda que descreve um sistema arbitrário em função do tempo 

|ψ(t)⟩ pode ser escrita na forma, 

|ψ(t)⟩  = ∑[𝐶𝑔,𝑛(𝑡)|𝑔, 𝑛⟩ + 𝐶𝑒,𝑛(𝑡)|𝑒, 𝑛⟩]

∞

𝑛=0

, (6) 

 

onde |𝑔, 𝑛⟩, (|𝑒, 𝑛⟩) representa o CPB em seu estado excitado |𝑒⟩ (estado fundamental 

|𝑔⟩ com 𝑛 pares de Cooper. Ao longo do estudo assumiremos que o CPB se encontra 

inicialmente preparado no estado excitado |𝑒⟩ e o NR é suposto estar em uma 

superposição de estados coerentes  |𝜓⟩ = 𝜂[|𝛼⟩ + | − 𝛼⟩], onde 𝜂 = [2 +

2𝑒𝑥𝑝(−2𝛼2)]−1/2 é o fator de normalização. Assumiremos o estado do CPB 

inicialmente normalizado,  ∑ |𝐶𝑒,𝑛(0)|
2
= 1.∞

𝑛=0   mais a condição inicial 𝐶𝑔,𝑛(0) = 0 .  

Como é usual, vamos supor que o NR e o CPB estão desacoplados no instante inicial 

(t = 0). 

A evolução da função de onda descrita pela Eq. (6) em função do tempo é obtida 

via a equação de Schroedinger, com ℏ = 1,  

d 

𝑑𝑡
|ψ(t)⟩ = −𝑖𝐻̂|ψ(t)⟩. (7) 

 

Substituindo as Eqs. (5) e (6), na Eq. (7) obtemos as seguintes equações, 

 

𝑑 

𝑑𝑡
𝐶𝑒,𝑛(𝑡) = (−𝑖𝑛𝜔(𝑡) − 𝑖

𝜔𝑐(𝑡)

2
− 𝛾(𝑡) − 𝑛𝛿(𝑡))𝐶𝑒,𝑛(𝑡) , 

−𝑖𝜆(𝑡)(𝑛 + 1)𝐶𝑔,𝑛+1(𝑡) , 

 

𝑑 

𝑑𝑡
𝐶𝑔,𝑛(𝑡) = (−𝑖(𝑛 + 1)𝜔(𝑡) + 𝑖

𝜔𝑐(𝑡)

2
− (𝑛 + 1)𝛿(𝑡))𝐶𝑔,𝑛+1(𝑡) 

−𝑖𝜆(𝑡)(𝑛 + 1)𝐶𝑒,𝑛(𝑡) . 

(8) 

 

 

 

(9) 

 

Resolvendo esse sistema de equações diferenciais pelo o método numérico 

Runge-Kutta de 4ª ordem, obtemos os coeficientes 𝐶𝑒,𝑛(𝑡) e 𝐶𝑔,𝑛+1(𝑡). Isso nos permite 

determinar propriedades dinâmicas do sistema, por exemplo as relacionadas com a 

inversão de população do CPB bem como com as entropias do CPB e NR. 

Evolução da inversão de população e a entropia do sistema 



 

 

A inversão de população 𝐼(𝑡) em nesse modelo é dada pela expressão,  

𝐼(𝑡) = ∑ [|𝐶𝑒,𝑛(𝑡)|
2
− |𝐶𝑔,𝑛+1(𝑡)|

2
]

∞

𝑛=0

 . (10) 

A inversão de população descreve a transição da população entre os níveis 

fundamental e excitado do CPB 

 Resultados e Discussão  

• Entropia: (a) caso ressonante 

Inicialmente analisaremos a entropia do sistema na ausência de perdas para a 

superposição de estados coerentes, para o caso  |𝛼| = 3. A Figura 2 apresenta 

variações que se repetem no período 𝑇 ≈ 1.58𝜆𝑡 enquanto a entropia apresenta o 

valor máximo 0.7. 

 

Figure 2Entropia para a superposição de estados coerentes, |α|=3.0, ω0 = 2000, ω = 2000. 
 

A Figura Erro! Fonte de referência não encontrada.3 mostra a entropia em função 

do tempo adimensional 𝜆(𝑡): na primeira coluna, indo das figuras a) para c) variamos 

𝛾 e fixando δ = 0.0; na segunda coluna fixamos 𝛾 = 0.0 e variamos δ.  A evolução 

temporal da entropia foi observada na presença de perdas afetando apenas o CPB 

enquanto nas figuras d) para f) a entropia evolui com as perdas afetando apenas o 

NR. Comparando as figuras a) com d), b) com e) e c) com f) notamos que quando a 

perda é incluída no NR, ela tem influência muito maior na entropia do que a influência 

causada pelas perdas no CPB. Os efeitos de incoerência são maiores no NR devido 

ao fato de ele ser mais excitado que o CPB. Assim, o valor máximo da entropia 

aumenta com as perdas, sejam elas incluídas no NR ou no CPB (veja Figura 3 e Figura 

2), tal como se espera de uma propriedade que mede desordem na presença de um 

efeito deletério. 



 

 

 

Figure 3A entropia para a superposição de estados coerentes, para |α|=3.0, ω0 = ω = 2000; a) 𝛾 = 0.001𝜆t e δ = 

0.0; b) 𝛾 = 0.015𝜆t e δ = 0.0; c) 𝛾 = 0.030𝜆t e δ = 0.0; d) δ = 0.001𝜆t e 𝛾 = 0.0; e) δ = 0.015𝜆t e 𝛾 = 0.0; f) δ = 

0.030𝜆t e 𝛾 = 0.0. 
Enquanto o NR perde coerência a entropia do sistema tende a zero rapidamente 

(veja Figura 3f). 

• Entropia do sistema: (b) caso não ressonante 

Aqui os subsistemas são supostos fora de ressonância, com detuning constante 

𝑓(𝑡)  = 𝜂. A entropia no caso sem perdas é menor do que na presença delas e a 

periodicidade desaparece quando o detuning aumenta. O detuning afeta a entropia do 

sistema diminuindo seu valor máximo, mesmo na ausência de perdas. O mesmo efeito 

ocorre quando o sistema apresenta perdas (Figura 4). A amplitude da entropia diminui 

sempre que o detuning é grande, ou seja, para 𝜂 ≫ 1. 

 

Figure 4Entropia para a superposição de estados coerentes, com |α|=3.0, ω0 = ω  = 2000;  a)Para  γ=0.0,δ=0.0 

and  η= λt ;  b) Para  γ=δ=0.0 and  η= 20λt;  c) Para  γ=δ=0.0,and η=100λt. 



 

 

 

Figure 5Entropia para a superposição de estados coerentes, com |α|=3.0, ω0 = ω = 2000;  a)Para  

γ=0.015λt,δ=0.001λt e η= λt ;b) Para  γ=0.015λt,δ=0.001λt  e η= 20λt; c) Para  γ=0.015λt,δ=0.001λt  e η=100λt. 

 

A entropia do sistema na presença de perdas com detuning variável (𝒇(𝒕) =

𝜼 𝒄𝒐𝒔(𝝎′𝒕)), tem efeito contrário ao que ocorre no caso 𝒇(𝒕) = 𝜼 =  𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕. O 

detuning variável não provoca uma dimininuição na entropia máxima do sistema, 

conforme é mostrado na Figura 6Erro! Fonte de referência não encontrada.. 

 

Figure 6 Entropia para a superposição de estados coerentes, com |α|=3.0, ω0 = 2000, ω = 2000; a) Para  γ

=0.015λt,δ=0.001λt,η=100λt e ω^'=10λt ;b) Para  γ=0.015λt,δ=0.001λt,η=100λt e ω^'=20λt; c) 

Para  γ=0.015λt,δ=0.001λt,η=100λt e ω^'=50λt. 

• Inversão: (a) caso ressonante 

A inversão de população do sistema na ausência de perdas para a superposição de 

estados coerentes, para o caso  |𝛼| = 3. A Figura 7 Erro! Fonte de referência não 

encontrada. mostra que a inversão de população não apresenta colapso e 

revivamento.  

 

Figure 7Inversão de População para a superposição de estados coerentes, , |α|=3.0, ω0 = 2000, ω = 2000 

 

A Figura 8 mostra a inversão de população em função do tempo adimensional (𝜆𝑡): na 

primeira coluna, indo das figuras a) para c) variamos 𝛾 e fixando δ = 0.0; na segunda 

coluna fixamos 𝛾 = 0.0 e variamos δ. Comparando as figuras a) com d), b) com  e) e 

c) com f) notamos que a perda no NR provoca uma maior influência na inversão de 



 

 

população do que no CPB. Como o NR é mais excitado que o CPB os efeitos 

deletérios das perdas são maiores no NR.  

 

Figure 8A Inversão de população para a superposição de estados coerentes, para |α|=3.0, ω0 = ω = 2000; a) 𝛾 = 

0.001𝜆t e δ = 0.0; b) 𝛾 = 0.015𝜆t e δ = 0.0; c) 𝛾 = 0.030𝜆t e δ = 0.0; d) δ = 0.001𝜆t e 𝛾 = 0.0; e) δ = 0.015𝜆t e 𝛾 = 

0.0; f) δ = 0.030𝜆t e 𝛾 = 0.0. 

 

• Inversão de População para o sistema: (b) caso não ressonante 

Aqui os subsistemas são supostos fora de ressonância, com detuning constante 

𝑓(𝑡)  = 𝜂. A inversão de população no caso sem perdas é maior do que na presença 

delas e a periodicidade desaparece quando o detuning aumenta (Figura 9). O detuning 

afeta a inversão de população do sistema diminuindo seu valor máximo. O mesmo 

efeito ocorre quando o sistema apresenta perdas. A inversão de população do sistema 

não ocorre quando o detuning é grande, ou seja, para 𝜂 ≫ 1. 

 

Figure 9 Inversão de população para a superposição de estados coerentes, com |α|=3.0, ω0 = ω = 2000;  a)Para  

γ=0.0,δ=0.0 and  η= λt ;  b) Para  γ=δ=0.0 and  η= 20λt;  c) Para  γ=δ=0.0,and η=100λt. 



 

 

 

Figure 10Entropia para a superposição de estados coerentes, com |α|=3.0, ω0 = ω = 2000;  a)Para  

γ=0.015λt,δ=0.001λt e η= λt ;b) Para  γ=0.015λt,δ=0.001λt  e η= 20λt; c) Para  γ=0.015λt,δ=0.001λt  e η=100λt. 

 

A Inversão de população do sistema na presença de perdas com detuning variável 

(𝒇(𝒕) = 𝜼 𝒄𝒐𝒔(𝝎′𝒕)), tem efeito contrário ao que ocorre no caso 𝒇(𝒕) = 𝜼 =  𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕. 

O detuning variável não provoca uma extinção da inversão de população, ou seja, o 

sistema continua invertendo a população mas amplitude máxima diminui com o tempo, 

conforme é mostrado na Figura 11. 

 

Figure 11Entropia para a superposição de estados coerentes, com |α|=3.0, ω0 = 2000, ω = 2000; a)Para  𝜸 =
𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝝀𝒕, 𝜹 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝝀𝒕, 𝜼 = 𝟏𝟎𝟎𝝀𝒕 𝒆 𝝎′ = 𝟏𝟎𝝀𝒕;b) 𝜸 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝝀𝒕, 𝜹 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝝀𝒕, 𝜼 = 𝟏𝟎𝟎𝝀𝒕 𝒆 𝝎′ =

𝟐𝟎𝝀𝒕; c) Para  𝜸 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝝀𝒕, 𝜹 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝝀𝒕, 𝜼 = 𝟏𝟎𝟎𝝀𝒕 𝒆 𝝎′ = 𝟓𝟎𝝀𝒕 

 

Considerações Finais 

Neste trabalho estudamos as propriedades dinâmicas (entropia e inversão de 

excitação) de um sistema hibrido composto por um CPB e um NR. Consideramos o 

CPB inicialmente excitado e a NR em uma superposição de estados coerentes. 

Também assumimos que o sistema CPB-NR é descrito por uma interação dependente 

da intensidade introduzida pelo modelo Buck–Sukumar através de uma única 

transição de excitação. Em relação à entropia, que está relacionada com o 

emaranhamento (mistura) de estados, estudamos sua evolução temporal na presença 

de perda em ambos os subsistemas, para o caso ressonante e não ressonante. 
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