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Resumo: Equacado Diferencial € uma disciplina da matematica que tem diversas aplicacbes nas
ciéncias e tecnologias humanas, os contetdos referentes a esta disciplina dividem-se em dois tipos,
as Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO) e as Equacdes Diferenciais Parciais (EDP). Este artigo foi
concebido através de um projeto de iniciacdo cientifica, onde foram analisados diversos tedricos que
discorrem acerca do tema Equacdes Diferenciais Ordinarias e as aplicacbes destas para a
modelagem matematica de solucdes para questBes relacionadas a fenébmenos geométricos e/ou
fisicos. Alguns dos fendbmenos analisados durante o projeto e que foram selecionados para compor
este artigo, sdo a Catenaria e a Curva de Reflexdo. Os autores utilizados para a elaboracédo deste
texto foram Figueiredo e Neves (2005), Zill e Cullen (2001) e Zill (2003), todos discorrem acerca dos
estudos em EDO e suas aplicagfes para a resolucéo de problemas advindos da geometria, da fisica,
da engenharia, da economia, da estatistica e de diversas outras ciéncias. O objetivo deste artigo é
evidenciar a importancia que as EDO tem para o desenvolvimento cientifico, em especial para a

resolucdo de problemas advindos dos diversos tipos de ciéncias.
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Parabdlico. Curva de reflexéo.

Introducéo

Equacbes Diferenciais sdo importantes ferramentas para a resolucdo de
problemas advindos da geometria, da fisica, da engenharia, da economia, da
estatistica e de diversas outras ciéncias. A matematica € a linguagem das ciéncias e
0s estudos nessa area sdo fundamentais para o desenvolvimento das tecnologias
presentes nas sociedades humanas, no que tange as equacdes diferenciais, varios
séo os exemplos de aplicacdes em diversas ciéncias como a fisica e a quimica.

Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz foram os precursores nos estudos
em equacdes diferencias, e muito do que Newton desenvolveu nessa area da
matematica foi essencial nas suas pesquisas em mecanica, inclusive em suas

famosas trés leis foi imprescindivel o uso de equagfes diferenciais. Este artigo é
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parte de um projeto de iniciagdo cientifica, e os exemplos aqui apresentados foram
pesquisados e estudados durante a realizagdo do mesmo, diversos foram o0s
exemplos, mas a critério foram escolhidos dois para fazer parte deste trabalho.

Os dois exemplos selecionados para compor este artigo sédo: a curva de
reflexdo, um famoso problema da Optica geométrica, e a catenaria, ou cabo
suspenso, que € um problema antigo da fisica e que permaneceu diversos anos sem
solucdo, e foi resolvido pela primeira vez por Leibniz através de equacbes
diferenciais. Diversos foram os problemas e questdes analisados durante o projeto

de iniciacao cientifica, e estes comp6em um trabalho maior.

Curva de Reflexao

O problema da Curva de Reflexdo também conhecido por Espelho Parabdlico
tem como questéo central determinar o formato de um espelho que tenha a seguinte
propriedade: no momento em que um feixe de raios incide sobre ele, 0s raios
refletidos se concentrardo em um Unico ponto especifico que é o foco do espelho.

Para encontrar a curva que tenha a propriedade citada anteriormente sera
necessario utilizar conceitos fisicos e geométricos, o conceito fisico é a Lei da
Reflexdo da Otica Geométrica que diz que o angulo de incidéncia a é igual ao
angulo de reflexao 5, logo pode-se afirmar que a = 5. Além disso, iremos supor que
a curva procurada seja representada pelo grafico de uma funcdo derivavel,

= gl(y), e para facilitar os céalculos escolhemos um sistema de coordenadas

cartesianas, de modo que o foco do espelho seja a origem do plano cartesiano.

Figura 1: Espelho Parabdlico O segmento RF é parte da reta
Yy P

tangente a curva £ no ponto P, o

PZ segmento OF faz com RF um angulo
dy=y e o segmento B3 faz com PP’ um

R/ : angulo a. Como citado anteriormente é

evidente que @ = 5, e como @ e ¥ sao

5 angulos com lados paralelos conclui-

sequea =y =f.
Fonte: Elaborada pelo autor
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ay _ dy _ PQ _
dx—tan[}*} ﬁa_ﬁ =

O triangulo ROP € is6sceles o que implica que OF e RO tem 0 mesmo comprimento

dessa forma temos:

dy _ PQ 0P =x2 +y2 Ly _ y

¢ Yy

Para simplificar os calculos utilizamos alguns artificios matematicos para transformar

a equacao diferencial original em

dx  x+4/x*+y?

dy ¥

dx x x4+ y?

o _+—}’

dy ¥ ¥

dx x x2 +y2

-_ = __l_ zy

v ¥ ¥

dx x 2
L E S S
dy ¥ ¥

Fazendo uma mudanca de variavel temos:

u=-— o ——=uty——

Reescrevendo a equacéo temos:

du

uty——=(u+ /142 J.dyzf

dy y Vi+u?
dy _ du Inlyl + k, = du
y o oA1+u? Vi+u?
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Fazendo uma mudanca de variavel obtemos:
u = tan(#) du = sec?(8)

Reescrevendo a equacao temos:

Infyl + &, = [22S®) Inlyl =In |u + 1+ @[+ In(ky); ky > 0
L=
41 +tan3'[9
() In|ly| + In(k) =In |u +41+ uzl
sec

Inly|+ ky = | ——— df

! sec?(f) Inly.k| = In |u +4/1 +u3|
Inly| + k; = J-seczll:ﬁ} df vk=u+J1+u?
Inly| =Inl|tan(f) + sec(f)| + k x a2

lyl = In|tan(6) O+ k; ky ="+ 1+(})

ln|y|=ln|u+1.l'1+u2|+ k, ¥
In|v| =1n|u +1.|'1+u2|+ k,

Multiplicando ambos os lados da igualdade por y obtemos:

x x?
ky=—+ ’1+—Z (.¥v)
¥ ¥
x y?+x?
ky*=y— + }?' >
¥ ¥

kvt =x + Jx2+ 2
(ky? —x) =y/x*+y?

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado:

kiy* — 2kvix +x? =x? + 47 kiy? 1 2kx
kK2y* — 2ky?x = y* G M) 2k 2k 2k
2
kiy?—2kx=1 ky 1 = x
2 2k
kiy?—1=2kx (+ 2k)
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Portanto a equacao procurada é:

— k Z 1
SRS

Nota-se que essa equacdo representa uma familia de pardbolas, e para
encontrar a figura tridimensional que tenha o formato do espelho parabdlico é
necessario efetuar uma rotacdo em torno do eixo, obtendo dessa forma um
paraboloide de revolugéo.

E esse parabol6ide de revolucdo mantém as propriedades fisicas da curva de
reflexdo. Quando os feixes de raios que incidem sobre qualquer local da superficie
da figura geométrica espacial séo refletidos em um ponto especifico que € o foco do
espelho.

Catenaria

“O problema que agora consideramos € o da determinagao da forma tomada
por um cabo flexivel e inextensivel, suspenso em dois pontos A e B, e sujeito a seu
préprio peso.” (FIGUEIREDO e NEVES, 2005, p. 39). Dizer que o cabo é flexivel,
significa que a tensdo € sempre no sentido da tangente, e inextensivel significa que
0 cabo ndo pode ser estendido sem a aplicacdo de uma de forca externa. Quem
nomeou a curva que descreve o cabo como catenaria foi Gottfried Wilhelm Leibniz,
no ano de 1691.

Figura 2: Catenaria

Y P,=(0,0) é o ponto mais baixo da
corda;
T P=(x,y) é um ponto qualquer da
corda;
Tsenf g € o comprimento da corda de P, até P;
Ny w € a densidade linear da corda.
7 Tcosd +  Lembrando que:
o {"LUS densidade linear = pe:'m
comprimento

Fonte: Elaborada pelo autor
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A parte da corda ente B, e P esta em equilibrio sobre a acéo de trés forcas:

1. Atensdo T, no ponto P, = (0,0);
2. Atensdo T no ponto P = (x,¥);

3. O peso w5 da corda.

Para iniciar a resolugdo do problema admitimos que existe uma funcao
¥ = f(x) derivavel e cujo grafico represente a curva da catenaria. Entdo dessa forma
existe ¥'= f(x) e pela escolha conveniente do sistema de coordenadas
representado acima, observamos pelo grafico que as condi¢ées iniciais ¥(0) =0 e

¥'(0) = 0, séo satisfeitas e, além disso, também pelo gréafico é possivel afirmar que:
Tsenf = wS§S (1) Tcosf =T, (2)

Dividindo (1) por (2) obtemos:

w5 Tsenf w5 senf wS
= — — =tan#
T, Tcos# T, cos@ T,
O que implica:
S5
fllx)=tanf = e
TIJ
w .5
Fle) ==+ 5
Flx) == f 1+ F@)’
Pelo teorema fundamental do calculo temos:
" wo. . z
F@=="J1+ (F)
o
Para facilitar a escrita usaremos as seguintes simplificaces:
o Fe) =z F) =z
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z'=c.1+ 2° dz — cdx
V14 z?

EE

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis

z=tan# = dz =sec’ d df
Obtemos:
T e [t Gy 0 e+
5::;: 8 = cx + k, J SE'::EHE; ie;it;ng = cx + k,
J 0 o—ext k
sech 1
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis
u =secl + tan¥ = du = (sec’ @ + secftanf) df
Obtemos:
J.%du=l::t:+k1 Inful + k, =cx + ky

In|secd + tanb| =cx + k,
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Para escrever essa equacéo em funcao de z utilizamos a substituicdo:

Figura 3: Tridngulo Retangulo cateto oposto a 0
tan@ =

cateto adjacente a 8

cateto adjacente a B

cos@ = -
hipotenusa

hipotenusa

sech® =

cateto adjacente a B

1

Fonte: Elaborada pelo autor

Obtemos dessa forma:

Vi + 22 J 2 -
o ln -1I—z E=l:x+kz =>ln|1+z +z| cx + ky

Pela condigéo inicial £(0) = y'(0) = z(0) = 0 temos:

n|y1+02+0/=c.0+k 0=k,

—1 =
Inl1| = &, k2 =0
Logo:
ln1#1+zz+z|=|:x 1+ z24+z=e"

E]nlw‘l-l-zz +z| = gt* 41 + zl=g" — z

Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, obtemos:

(m)zz{:ecx_ Z:}z g = gi¥ _ gox

2}? = gt% _ gTCx

i _I_ ZZ — EZEx_EEExZ._I_zZ
1= 2% _ g% Jzy'd}?= JEE“‘”— e ™) dx

2e%%z = g?¥ — 1 1 1
2 =_EE|I-'+ _E_Ex+ k
EZ:.:: 1 ¥y c c 3

2z =
EI:.X-’ EE.X-’
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1
20=—e"" + 0tk 0=—+ —+ ks
C c c C
1 1 2
0=—e’+ —e+ kg ky=——
c C c
Logo:
1 1 _ 2 1 1 1
E}F:_eﬂx_l__e cx _ }:,.__EG.X-'_I__E cx __
c C c 2c 2c c
1 1 2 1 g™ 4 pTox
= gt¥ .  pTox _ -1
Y Zce Zce 2c Y I

Outra maneira de escrever a solucéo é utilizando a funcéo cosseno hiperbdlico:

_ 1 Icnsh[cx} — 1]_ w

i E=
€ T,

Consideracfes Finais

Atraveés do projeto de iniciacao cientifica ocorreram estudos aprofundados em
equacdes diferenciais, onde pode-se entender a importancia desta disciplina. Foi
observado que ela propicia conhecimentos que podem ser aplicados em diversas
ciéncias, e dessa forma € essencial para a resolucdo de diversos problemas
advindos da fisica, engenharia e varias outras areas do conhecimento humano.

O problema da catenaria e o Espelho Parabdlico sdo alguns dos varios
exemplos de aplicacdes de Equacdes Diferenciais, além disso, o Espelho Parabdlico
€ um excelente problema para exemplificar a importancia dos estudos em equacgdes
diferenciais para o cotidiano das sociedades humanas, afinal o desenvolvimento de
antenas parabdlicas — que sado itens comumente encontrados nas casas de todas as
pessoas — sO pode ocorrer através da equacdo dessa curva. Espera-se que através
deste artigo fique clara a importancia que as Equacdes Diferenciais Ordinarias

desempenham nos estudos cientificos.
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