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Resumo:

Partindo da importancia de se trabalhar teoria e pratica em sala de aula e sendo a pesquisa a
ferramenta necessaria a esta acdo, o relato deste texto trata das contribuices de Leonhard Euler
(1707-1783) para o ensino da matematica, ressaltando certos aspectos de sua vida e alguns
resultados desenvolvidos por ele dentre inUmeras descobertas realizadas nesta area. Este estudo
teve uma abordagem bibliografica e qualitativa, tendo como prioridade determinar algumas
expressdes desenvolvidas por Euler que sédo consideradas, até hoje, como as mais importantes para
a matematica, devido suas aplicabilidade e magnitude. Neste texto foi relatado uma de suas grandes
contribuicbes para a Geometria que leva o seu nome, a Relagdo de Euler, sendo apresentada uma
demonstracéo para esta famosa descoberta. Apresenta também a funcgéo fi de Euler e o Teorema de
Euler relacionado a congruéncia médulo m, que é uma aplicacdo da funcao fi de Euler. Ha um breve
relato de uma famosa descoberta de Euler que mostrou que a férmula para encontrar primos
desenvolvida por Pierre de Fermat (1601-1665) ndo era verdadeira, mostrando uma fatoracéo para o

5
namero 2% + 1. Espera-se que o texto mostre a genialidade deste fabuloso matematico.
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Introducao

Quando falamos de docéncia a primeira ideia que temos esta ligada a
pratica em sala de aula. No entanto, como se pode alcancar uma boa pratica sem
melhorias na parte especifica a area de atuacdo do professor e as teorias que
rodeiam sua profissao?

D’Ambrésio (1986), faz uma reflexdo sobre a relacédo entre a teoria e a
pratica em sala de aula, ressaltando sua indissociabilidade. Desta forma, pode-se
acreditar que ndo existe uma aula perfeita somente com préatica ou apenas com
teoria, cabendo ao professor fazer esta unido. Mas, como ser capaz de faz tal juncéo
sem ter conhecimento do conteddo que ensina? Cunha (1992) afirma que um bom
professor deve conhecer com certo dominio e rigor os conteddos que fazem parte da
sua formacao e a pesquisa é uma ferramenta fundamental para que isso ocorra.

A pesquisa que esta relatada neste texto trata das contribuicbes de
Leonhard Euler (1707-1783) para a matematica, ressaltando alguns aspectos

histéricos e alguns resultados desenvolvidos e demonstrados por ele relativos a
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Geometria e Aritmética. E impante ressaltar gue ele fez descoberas em éias |
outros campos da Matemética, como o desenvolvimento do calculo infinitesimal.

Este estudo foi baseado em uma abordagem bibliografica e qualitativa, tendo
como priori determinar algumas expressdes desenvolvidas por Euler que sé&o
consideradas, até hoje, como as mais importantes para a matematica, devido suas
aplicabilidade e magnitude. A fundamentacao foi baseada em AVILA (2010), BOYER
e MERZBACH (2012), D’AMBROSIO (2009), DOLCE e POMPEO (1993), HEFEZ
(2011) e LIMA (2006).

Neste texto estd relatado uma de suas grandes contribuicbes para a
Geometria que leva o seu nome, a Relagédo de Euler, que afirma que em qualquer
poliedro convexo ou ndo convexo (desde que seja euleriano) a soma da quantidade
de vértices e faces € igual a soma da quantidade de arestas e dois. Foi apresentada
uma demonstracao para esta famosa descoberta.

Foi também apresentado a funcdo fi de Euler e o Teorema de Euler
relacionado a congruéncia médulo m, que é uma aplicacdo da funcao fi de Euler. H&
também uma demonstracdo destes dois resultados advindos da genialidade de
Euler.

Ha um breve relato de uma famosa descoberta de Euler que mostrou que a
férmula para encontrar primos desenvolvida por Pierre de Fermat (1601-1665) néo
era verdadeira.

Euler fez descobertas extraordinarias que sdo assunto de discussdo em
grupos de estudo de Matematica até hoje. Nao sabemos de onde vem sua
genialidade, mas seus feitos ficaram registrados na historia e servem de elo entre o

passado e o futuro.

Material e Métodos

A natureza da pesquisa em Matematica foi aplicada, tendo sido utilizada uma
abordagem qualitativa, uma vez que o objeto esta sendo analisado do aspecto global
para 0s casos particulares, através de identificacdo, analise e demonstracfes de
alguns resultados de Euler.

A pesquisa estd sendo realizada sob um aspecto exploratério, pois o
problema estd sendo analisado de forma que contribua com o desenvolvimento da

docéncia no que se refere ao acréscimo do conhecimento em Geometria e
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Aritmética, tornando as demongragée ais explicitas. Mantem-se 0 proceiet |
feito através de uma pesquisa bibliogréfica especifica ao objeto de estudo, utilizando
material ja publicado, constituido de livros, artigos de periodicos, dissertacdes de
mestrado, teses de doutorado e de informacdes disponibilizadas na Internet,
atualmente, encontradas em bibliotecas virtuais.

A pesquisa proporciona um aperfeicoamento intelectual acerca dos
conceitos que envolvem as contribuicbes de Euler que sao relevantes para a
disciplina de Matematica, proporcionando um conhecimento rico e de grande
importancia para melhoria das aulas.

A pesquisa foi dividida em duas etapas: a primeira relacionada a busca das
primeiras referéncias para que fossem coletadas informacdes tedricas importantes
para o desenvolvimento do estudo. A segunda destinada a elaboracdo, anélise e
escrita de textos e/ou artigos detalhando os resultados de Euler e, quando possivel,

suas demonstragoes.

Resultados e Discussao

A pesquisa foi realizada através de estudos de obras que tratam das
contribuicdes de Euler para a matematica. No artigo elaborado por D’Ambrosio
(2008) estd descrito de forma detalhada a historia de Euler, enumerando seu
desenvolvimento intelectual e profissional no decorrer de sua vida. A forma como foi
escrita nos instiga a analisar seus resultados e a forma como abordava cada uma
delas.

A principio fez-se um estudo sobre a génese de Leonhard Euler que,
segundo Avila (2010), teve seu nacimento em 15/04/1707 em Basiléia, na Suica,
falecendo em 18/09/1783 em S&o Petersburgo, na Russia. Euler jA mostrava sua
genialidade desde jovem, possuindo uma fabulosa memdéria e grande aptiddo para
aprender outras linguas. Filho de pastor protestante rigido que o persuadia a seguir
0 mesmo caminho estudando teologia. Leonhard seguiu aos caprichos de seu pai
até ingressar na univrsidade onde iniciou estudos voltados a carreira religiosa.

Um fato importante para o desenvolvimento intelectual de Euler pode estar
relacionado ao periodo em que ele vivenciou. Segundo Avila (2010), era uma época
de intenso desenvolvimento das atividades cientificas e, embora houvesse muitas
contribuicdes de Newton (1645 — 1727) e de Leibniz (1646 — 1716) o Calculo era
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ainda muito novo e aguardava% deseolvimento de seus métoo. ste eri,
em sua maioria, realizados por Euler.

Na universidade de Basiléia, equanto Euler ainda era académico, ele
conhece Jean Bernoulli (1667 — 1748), matematico de renome que o0 incentiva nos
estudos. Bernoulli observa uma genialidade em Euler e reconhece que estava sendo
ultrapassado pelo jovem aluno.

Segundo Boyer e Merzbach (2012), por indicacdo de Benoulli, Euler foi
convidado a fazer parte, como membro, da secccdo de medicina e filosofia. Em
1730, apds a morte de seu Jean, Euler passa a ocupar a cadeira de filosofia natural.
Em 1733, Euler passa a ser o principal matematico da Academia de S. Petersburgo.
Ele podia fazer calculos sem esforco aparente. Em 1735, perde a visdo do olho
direito, mas ndo o impede de produzir inUmeros artigos de matematica. Segundo
D’Ambrésio (2008), Euler pode ter sido o mateméatico que mais produziu em toda a
histéria e dentre algumas contribuicdes que ele proporcionou para evolucdo da
matematica que conhecemos estam na geometria, no calculo infinitesimal, na
trigonometria, na algebra e na teoria dos numeros, dentre outras.

No decorrer desta pesquisa foi observado que a analise de suas
contribuicdes é um estudo constante que necessita de um tempo de investigacédo
muito maior que se pensava no inicio da pesquisa. Porém, neste texto seréo
abordadas duas de suas contribui¢cdes, uma em Geometria outra em Aritmética.

A primeira contribuicéo trata da relacéo que leva seu nome, ou seja, Relacdo
de Euler que afirma que em todo poliedro euleriano temos:

V+F=44+2,
onde V' é o numero de vértices, F é o numero de faces e A é o numero de arestas do
poliedro.

7

Primeiramente, vamos definir o que é um poliedro. Segundo Lima et. al.
(2006), é uma unido de um numero n de poligonos planos, em que cada lado destes
também é lado de um outro poligono. A intersecao de duas faces quaisquer ou é um
lado comum, ou € um vértice ou é vazia. Cada lado comum a exatamente duas
faces, € chamado de aresta do poliedro e cada vértice de uma face € um vértice do
poliedro. E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer

outra cruzando apenas arestas.
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Os poliedros podem ser convexos ou Nao convexos, como se pretende
mostrar a Relacdo de Euler é importante que se entenda a ideia de um poliedro
convexo, ja que existem poliedros ndo convexos que nao satisfazem a relagao.

Dolce e Pompeo (1993, p.124), define poliedros convexos como sendo:

Consideremos um numero finito n (n = 4} de poligonos planos convexos (ou
regides poligonais convexas) tais que:

a) dois poligonos nao estdo num mesmo plano;

b) cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

¢) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos hum mesmo semi-
espago.

Nessas condic¢des, ficam determinados n semi-espacos, cada um dos quais
tem origem no plano de um poligono e contém os restantes. A interseccao
desses semi-espacos é chamado poliedro convexo.

Observe, na Figura 1, a representacdo de um poliedro convexo e um néao

convexo seguindo a definicdo acima:

POLIEDRO CONVEXO POLIEDRO NAOQ CONVEXO

Figura 1 Poliedros Convexos e N&do Convexos

Segundo Lima et. al. (2006), as faces podem ser formadas por poligonos
diferentes quanto ao numero de lados. Logo, sera representado por F, (n=3) o
namero de faces que possuem 7 lados. Analogamente, V,, serd o nimero de vértices
gue concorrem n arestas. Como cada vértice do poliedro é ponto comum de trés ou
mais arestas € possivel deduzir que

F=F; +F,+F +++F,
V=V, +V,+ W ++V

Como as faces que formam os poliedros podem ser diferentes, pode-se
entender que podem possuir um namero de arestas diferentes em cada uma delas.
Desta forma, para contar o niumero de aresta € necessario multiplicar o nimero de
faces triangulares por 3, o niumero de faces quadrangulares por 4, o nimero de
faces pentagonais por 5 e assim sucessivamente; em seguida, somamos 0S
resultados. Como cada aresta € comum a exatamente duas faces cada uma delas
sera contada duas vezes. Assim, 0 numero de arestas de qualquer poliedro pode ser
representado por
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1
A = S-(3F; + 4F, + 5F; + -+ uF,).

Ou ainda,
2A = 3F; + 4F, + 5F; +--+ nF,
=3-(Fy + Fu+ F; +-+F,) + Fy+ 2F; + -+ (n—3)F,
=3F + F,+ 2F, +--+(n—3)F, = 3F.
Analogamente, podemos deduzir o numero de arestas de um poliedro
através de seus vértices, j4 que estes sdo formados pelo encontro de trés ou mais

arestas. Assim, teremos:
1
A= 2 (3V; + 4V, + 5V + -+ nV).

Ou ainda,
2A = 3V, + 4V, + 5V, 4+ nV, = 3V.

Observe que a igualdade 24 = 3F somente é verdadeira se o poliedro
possuir apenas faces triangulares e, neste caso, teremos F, + F; +F, + -+ F, =0,
com n = 3. Analogamente, a igualdade 24 = 3V somente € vélida se em todos os
vértice concorrerem apenas trés arestas e, neste caso, teremos
Vo+ Vo +V, +--4+v, =0 comn = 3.

Agora, enunciaremos o foco central desta se¢cdo ao teorema ou relacéo de
Euler.

Segundo Dolce e Pompeo (1993, p.124), pode-se enunciar a Relagcdo de
Euler do seguinte modo: “Para todo poliedro convexo, ou para sua superficie, vale a
relacéo

V—A+F =32
em que V' é o numero de vértice, A € o niumero de arestas e F € o numero de faces
do poliedro”.

A demonstracdo do Teorema de Euler segundo Dolce e Pompeo (1993) pode
ser dividida em duas etapas. A primeira em carater preliminar, sera mostrado pelo
Principio de Inducao Matematica (PIM) sobre F que, para uma superficie poliédrica
limitada convexa aberta, vale a relagcéo

V,—A, + F, = 1,
onde V,, A, e F, representam o numero de vértices, aresta e faces da superficie
poliédrica limitada aberta, respectivamente.

eParaF, = 1.
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Neste caso, trata-se dé uma suerfl’cie Unica, ou seja, um pll’gono plno |
convexo de n lados. Logo, este ainda possui n vértices. Assim,
V,—A, + F,=n—n+1=1.
Portanto, a relacéo é valida para F, = 1.

e Supondo que a relacdo seja valida para uma superficie de F' faces (onde
V' € 0 nimero de vértices e A' 0 nimero de arestas), deve-se mostrar que também é
valida para uma superficie que possui F' + 1 faces (que possui F'+ 1 = F, faces, V,
vertices e A_ arestas).

Basta tomar uma superficie que possui F' faces, V' vértices e A’ arestas. Por
hipotese de inducéo segue que:
Vi—A"+ F'=1.
Acrescentando-se uma face com r arestas a essa superficie (que € aberta) e
considerando que s arestas coincidam com arestas ja existentes, obtém-se uma

nova superficie com F, faces, V, vértices e 4, arestas, de maneira que:

F,=F'+1

A, =A"+r—s= (s arestas coincidiram)

V.=V4+r—(s+1) (s arestas coincidindo, = + 1 vértices coincidem)
Segue que

V.-A, + FE=V'+r—(s+1)— A" —r+s5+F +1=V' —-A"+F =1
Arelagéo é valida para F' + 1 faces.
Portanto, pelo PIM a relacdo preliminar € valida.
Para segunda etapa tome uma superficie poliédrica limitada convexa e
fechada (com F faces, V' vértices e A arestas) e dela retira-se uma face. Para melhor

visualizacéo, observe a figura 2.
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Veja que o poliedro fic%ré com uma superficie aberta com F, fces, v,
vértices e 4, arestas) a qual vale a relacéo V, —4, + F, = 1. Mas, como na figura
temF,=F—1,V, =V eA, =A. Segue destes dois resultados que

V—A+F—-1=1,

Ou seja, € 0 mesmo que

V—A+F =2

Concluindo a demonstragéo da famosa Relagéo de Euler.

Como ja mencionado Euler fez muitas producbes para a Matematica. A
segunda contribuicdo proposta neste texto serd relatada em duas de suas
contribuicbes para a Aritmética: a funcdo fi de Euler e o Teorema de Euler,
fundamentado nos estudos de Hefez (2011).

Funcdo fi de Euler: Define-se o numero @(m), com m € N, por

pm)={rel:1<r=m-—1le(rm) =1}

Denomina-se funcédo fi de Euler a funcdo ¢: N — M, com m — ¢@(m). Desta
forma, pode-se entender que @(m) é a quantidade de nimeros naturais do intervalo
[1,m — 1] que sdo primos com m.

Se m é um nimero natural primo entdo ¢(m) = m — 1. De fato, se m € primo
entdo, por definicdo, ele s6 possui dois divisores naturais, 1 e ele mesmo. Como
(1,m) = 1, segue que ¢(m) = m — 1, pois todos os outros nimeros diferentes de 1 e
menores que m Sao primos com m. Exemplos:

e(3)=2; o(7)=6 @(7)=6 ¢9)=6 ¢(12)=4
Teorema de Euler: Sejaa,m € N, (a,m) =1 e m > 1. Entio,
a®™ = 1 mod m.
Sejam 1y, 73,7y, .. Ty t0dOS 0S possiveis restos ndo nulos na divisdo por

m. Desta forma de (a,m) =1, entdo ary, ary, ar;, ..., ar,(,; também englobam todos
0S mesmos restos na divisdo por m. Desta forma, pode-se representar a
congruéncia
ary " ar, " ary v Qgiy) =TTy Ty U Ty, modm.
O que equivale a
a®my oy e To(m) = T4 Ty Ty " Ty(py) mod m.
Nesta Ultima congruéncia, pode-se usar o cancelamento de termos em
ambos os lados da congruéncia, ou seja,

a®™) = 1 modm.
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Desta forma completa—sg uma a demonstracdes do Teormade Euler.

E importante ressaltar que se p for primo teremos ¢(p) =p — 1, 0 que
resulta no Pequeno Teorema de Fermat, ou seja, dado a.p €M, (a,p) =1 e p um
namero primo. Entéo,

a?~! = 1 mod m.

Pierre de Fermat (1601-1665), matemético e cientista francés, enunciou um
problema cuja solucdo até hoje é procurada pelos matematicos, a determinacdo de
um modelo matematico que gere numeros primos. Ele morreu convicto de que a
expressao 22" +1 que ele havia encontrado sempre geraria um numero primo,
porém admitiu ndo ser capaz de prova-la rigorosamente. Esta férmula produz
nameros primos para n=1,2,3 e 4. Porém, em 1732, Euler apresentou uma
fatoracdo para o numero 2% +1:

n=5=F = 225 +1=4294967 297 = 641 .6700417,
ou seja, € um numero natural composto, mostrando que esta afirmacao de Fermat
estava errada para n =5. Os numeros de Fermat sdo denominados Primos de
Fermat.

Muitos fatos rondam a histéria de Euler, como é possivel que um Unico
homem tenha tantas contribuicbes para a matematica. Sua genialidade transcende a
capacidade da mente humana, mostra a determinacao e a inteligéncia que podemos
alcancar. De tudo que foi dito (que € uma infima parte de suas obras), sO resta

acreditar que Euler era um homem extraordinario.

Considerac0fes Finais

A busca por melhorias no conhecimento especifico da area de atuacdo do
professor € fundamental para o desenvolvimento de sua pratica em sala de aula.
Sendo assim, pode-se analisar esta pesquisa como um momento de reflexdo da
pratica que ocorre na sala de aula e que pode ser aperfeicoada.

O estudo das contribuicbes de Euler para a Matematica realizado até o
momento, mostra 0 quao € importante conhecer as particularidades dos conceitos
que sdo apresentados aos nossos alunos, suas origens e contextos em que foram
concebidos. As discussdes e as apresentacOes realizadas acerca do objeto de
estudo mostraram a importancia de Euler para o ensino de Matematica, uma vez que
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a sua propria historia é motlvaC|onaI O conhecimento adqumdo sera fundamental |
para melhoria das aulas que foram e que serdo apresentadas aos académicos, uma
vez que o autor do projeto passa a analisar suas aulas com mais rigor.

Desta forma, pode-se concluir que esta pesquisa proporcionou uma ruptura
no planejamento das aulas ministradas e um revigoramento na busca de novos
conhecimentos que possam ampliar o conhecimento do docente de ensino superior.
Além de constatar a extraordinaria mente de um dos maiores matematicos de todos

os tempos, Leonhard Euler.
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